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КОЛЕБАНИЯ ПОПЕРЕЧНО ПОДКРЕПЛЕННОЙ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ  
С ЖИДКОСТЬЮ В ЖИДКОСТИ 
 

 
В работе рассматривается задача о поперечных колебаниях неоднородной цилиндриче-

ской оболочки кругового поперечного сечения, лежащей на линейно вязко упругом основании. 
Предполагается, что модуль упругости и плотность являются непрерывными функциями коор-
динаты толщины. 

Для случая, когда торцы оболочки свободно опираются при конкретных видах неодно-
родности, проведен численный анализ. Результаты расчета представлены в виде таблицы и 
графика зависимости между безразмерной величиной частоты и параметром неоднородности.   
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В предлагаемой статье исследованы свободные колебания поперечно подкрепленной ци-
линдрической ортотропной оболочки в идеальной  жидкости, заполненной  вязкой  жидкостью. Для 
описания движения внутренней вязкой жидкости используется линеаризованное уравнение Навье-
Стокса, а движение внешней идеальной жидкости описывается волновым уравнением, написан-
ным в потенциале по возмущённой скорости. Частотное уравнение продольно подкрепленной ор-
тотропной оболочки, контактирующей с вязкой жидкостью, получено на основе принципа стацио-
нарности действия Остроградского-Гамильтона. Построены характерные кривые зависимости. 

В работе [1] исследовано свободное колебание ортотропной  подкрепленной кольцевыми 
ребрами,  неоднородной по толщине  цилиндрической оболочки, контактирующей c грунтом. Ис-
пользуя вариационный принцип Гамильтона-Остроградского, построена система уравнения дви-
жения подкрепленной кольцевыми ребрами, неоднородной по толщине ортотропной цилиндри-
ческой оболочки, контактирующей с грунтом. Для учета неоднородности материала оболочки по 
толщине принимается, что модуль Юнга и плотность материала оболочки являются функциями 
нормальной координаты. Используя  вариационный принцип Гамильтона-Остроградского, по-
строены частотные уравнения и реализованы численно. В процессе вычислений для функции 
неоднородности приняты линейные и параболические законы. Построены характерные кривые 
зависимости. 

Работа [2] посвящена исследованию одной из динамических прочностных характеристик – 
частоты собственных колебаний, подкрепленной кольцевыми ребрами неоднородной ортотропной 
цилиндрической оболочки из стеклопластика при граничных условиях Навье, с протекающей жид-
костью. Результаты вычислений собственных частот колебаний представлены в виде зависимости 
от скорости протекающей жидкости, от числа подкрепляющих элементов при различных значениях 
параметров волнообразования и различных отношениях модулей упругости. 

В работе [3] представлены результаты нахождения частот свободных колебаний под-
крепленной кольцевыми ребрами цилиндрической конструктивно анизотропной оболочки из 
стеклопластика при граничных условиях Навье, с протекающей жидкостью. Результаты вычисле-
ний собственных частот колебаний представлены в виде зависимостей от угла намотки стекло-
волокна для оболочки из тканевого стеклопластика и от скорости протекающей жидкости при 
различных значениях параметров волнообразования и различных отношений между параметра-
ми, характеризующими геометрические размеры оболочки. 

При строительстве мостов используются опоры [4], образованные комбинацией цилин-
дрических панелей. Для экономии материала внутреннюю часть опоры засыпают грунтом. Такие 
опоры подвергаются воздействию сил различной природы. Одна из таких сил – сила, возникаю-
щая на поверхности цилиндрических панелей, образующих опоры во время паводкового потока. 
Под действием этих сил опора подвергается вынужденной вибрации. Таким образом, для изуче-
ния опор, сформированных из комбинации цилиндрических панелей, с учетом вязкости и неод-
нородности грунта, ортотропность панелей имеет большое практическое значение. 

В работе [5] на основе вариационного принципа Гамильтона-Остроградского исследу-
ются вынужденные колебания вертикальной подпорной стенки, состоящей из трех ортотропных 
цилиндрических панелей, контактирующих с вязко-упругим неоднородным грунтом, получены 
аналитические выражения для вычисления смещения точек цилиндрических панелей и постро-
ены характерные кривые. Учет неоднородности грунта осуществляется путем принятия его ко-
эффициентов жесткости как функции координаты. Предполагается, что коэффициент Пуассона 
постоянный. 

В работе [6] исследуются свободные колебания ортотропной, усиленной в поперечном 
направлении, заполненной идеальной жидкостью цилиндрической оболочки, неоднородной по 
толщине и по окружности. На основе вариационного принципа Гамильтона-Остроградского  по-
строены системы уравнений движения ортотропной цилиндрической оболочки, заполненной иде-
альной жидкостью, усиленной по окружности. 
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Рассматривается свободное колебание поперечно подкрепленной, заполненной  вязкой 
жидкостью цилиндрической оболочки в бесконечной идеальной жидкости. Уравнение движения 
цилиндрической оболочки с жидкостью в жидкости получены на основе принципа стационарности 
действия Остроградского-Гамильтона: 

ܹߜ = 0 ,                                                                     (1) 
где ܹ = ∫ Π݀ݐ௧ᇲᇲ

௧ᇲ  – действие по Гамильтону, 
 ᇱᇱ – заданные произвольные моменты времени.Здесьݐ ᇱ иݐ																					
 

Π = ଴ܣ +∑ ௝ܣ
௞మ
௝ୀଵ + ௠ܣ +  ௡ ,                                               (2)ܣ

 

где     ܣ଴ – полная энергия цилиндрической оболочки; 
௝ܣ             – полная энергия j-го поперечного стержня; 
          2k  – количество поперечных ребер; 
௡ܣ ௠иܣ − соответственно потенциальные энергии внешних поверхностных нагрузок, действующих 

со стороны идеальной и вязкой жидкости, приложенных к оболочке, определяются как ра-
бота, совершаемая этими нагрузками при переводе системы из деформированного состо-
яния в начальное недеформированное и представляется в виде: 

 

௠ܣ = −ܴ ∫ ∫ ߠ݀ݔ݀ݓ௭௠ݍ
ଶగ
଴

௟
଴  .                                                  (3) 

 
௡ܣ = −ܴ∫ ∫ ൫ݍ௫ݑ + ߴ௬ݍ + ൯ݓ௭ݍ

ଶగ
଴

௟
଴     (4)                                     . ߠ݀ݔ݀

 

Здесь	ݍ௫ , ௬ݍ , ௭ݍ  – интенсивность нагрузки, действующая на оболочку со стороны вязкой жидкости; 
௭௠ݍ	 −	интенсивность нагрузки, действующая на оболочку со стороны идеальной жидкости; 

 ݈ −	длина оболочки. 
 

Выражения для  ܣ଴иܣ௝ имеют вид [8]: 

଴ܣ =
1
2
න ଵ݂(ݖ)݀ݖ
௛/ଶ

ି௛/ଶ
ඵ൛෨ܾଵଵ ଵଵଶߝ + 2෨ܾଵଶߝଵଵߝଶଶ + ෨ܾଶଶߝଶଶଶ +෨ܾ଺଺ߝଵଶଶ ൟ ଶ݂(ݔ)݀ݕ݀ݔ + 

+∫ ଵ݂(ݖ)
௛/ଶ
ି௛/ଶ ෤ߩ)∬ݖ݀ ൬ቀడ௨డ௧ቁ

ଶ
+ ቀడణ

డ௧
ቁ
ଶ
+ ቀడ௪

డ௧
ቁ
ଶ
൰ ଶ݂(ݔ)݀(5)                    . ݕ݀ݔ 

Π௝ =
ଵ
ଶ∫ ൤ܧ෨௝ܨ௝ ቀ

డణೕ
డ௬

− ௪ೕ

ோ
ቁ
ଶ
+ଶగோ

଴ ௬௝ܬ෨௝ܧ ቀ
డమ௪ೕ

డ௫మ
+ ௪ೕ

ோమ
ቁ
ଶ
+                               (6)      

௭௝ܬ෨௝ܧ+ ቆ
߲ଶݑ௝
ଶݕ߲ −

߮௞௣௝
ܴ ቇ

ଶ

+ ௞௣௝ܬ෨௝ܩ ቆ
߲߮௞௣௝
ݕ߲ +

1
ܴ
௝ݑ߲
ݕ߲ ቇ

൩ ݕ݀ + 

௝ܨ௝ߩ+ ∫ ൤ቀడ௨ೕ
డ௧
ቁ
ଶ
+ ቀడణೕ

డ௧
ቁ
ଶ
+ ቀడ௪ೕ

డ௧
ቁ
ଶ
+ ௃ೖ೛ೕ

ிೕ
ቀడఝೖ೛ೕ

డ௧
ቁ
ଶ
൨ଶగோ

଴ dy. 
 

В выражениях (5) и (6) 11 22 12; ; .u uw
x y y x

      
    
   

෨ܾଵଵ =
ாభ

ଵିఔభఔమ
෨ܾଶଶ =

ாమ
ଵିఔభఔమ

; ෨ܾଵଶ =
ఔభாభ

ଵିఔభఔమ
= ఔమாమ

ଵିఔభఔమ
; ෨ܾ଺଺ = ܩ −основные модули упругости однородного ортотропно-

го материала оболочки,смещение точек оболочки,	ߩ෤ – плотность материала однородной оболоч-
ки, ଵ݂(ݖ), ଶ݂(ݔ) −функции неоднородности в направлении по нормали  и  по образующей обо-
лочки соответственно [7], ߥଵ, ଶߥ −	коэффициенты Пуассона и ܧଵ,ܧଶ − модули Юнга материала 
оболочки в координатных направлениях осей	ݔ, ℎ	соответственно, ݕ −	толшина оболочки, t – 
время, ܨ௝, ௭௝ܬ , ௬௝ܬ , ௞௣௝ܬ − площадь и моменты инерции поперечного сечения ݆ −го поперечного 
стержня соответственно относительно оси	ܱݖ  и оси, параллельной оси	ܱݕ  и проходящей через 
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центр тяжести сечения, а также его момент инерции при кручении; ܧ෨௝ ,  ෨௝ – модули упругости иܩ
сдвига материала	݆ −го поперечного стержня соответственно,	ߩ௝ −	плотность материалов, из 
которых изготовлены j й поперечный стержень,	ݑ௝, ௝ߴ , ௝ݓ −	компоненты вектора смещения 
точекосей ݆ −го поперечного стержня,	߮௝ ,߮௞௣௝ 	являются углы поворота и закручения поперечно-
го сечения j -го стержня, через смещения оболочки выражаются следующим образом: 

 

߮௝(ݕ) = ߮ଶ൫ݔ௝, ൯ݕ = − ቀడ௪
డ௬
+ ణ

௥
ቁቚ
௫ୀ௫ೕ

; ߮௞௣௝(ݕ) = ߮ଵ൫ݔ௝, ൯ݕ = − డ௪
డ௫
ቚ
௫ୀ௫ೕ

. 
 

Предполагая, что основная скорость потока равна  ܷ и отклонения от этой скорости ма-
лы, воспользуемся волновым уравнением для потенциала возмущенных скоростей	෥߮ 	по [9; 10]: 

 

Δ ෤߮ −
1
ܽ଴ଶ
ቆ
߲ଶ ෤߮
ଶݐ߲ + 2ܷ

߲ଶ ෤߮
ݐ߲ݔ߲ܴ + ܷଶ ߲

ଶ ෤߮
ଶቇݔ߲ = 0.																																			(7) 

 

Для описания движения внутренней вязкой жидкости используем линеаризованное урав-
нение Навье-Стокса для вязкой сжимаемой покоящейся жидкости [9]: 

 

௠ߩ
డణሬሬ⃗

డ௧
= ݌݀ܽݎ݃− + ଵ

ଷ
ߴ⃗ݒ݅݀݀ܽݎ݃ +  (8)                                      , ߴଶ⃗∇ߤ̅

где ߴ(ሬሬሬሬ⃗ ௫ߴ , ௥ߴ , (ఏߴ −	вектор скорости произвольной точки жидкости;  
݌  −	давление в произвольной точке жидкости; 
  .௠ – плотность жидкостиߩ		

 

Выражение полной энергии системы (2), уравнение движение идеальной жидкости (7) и 
вязкой жидкости (8) дополняются контактными условиями. На контактной поверхности оболочки – 
идеальной жидкости соблюдается непрерывность радиальных скоростей и давлений. Условие 
непроницаемости или плавности обтекания у стенки оболочки имеет вид [9]: 

 

௥|௥ୀோߴ =
߲ ෤߮
ݎ߲ ฬ௥ୀோ

= −൬߱
ݓ߲
ݐ߲ + ܷ

ݓ߲
൰ฬ௥ୀோݔ߲

.																																			 (9) 
 

Равенство радиальных давлений со стороны жидкости на оболочку: 
 

௭௠ݍ =  ෤Ι௥ୀோ.                                                              (10)݌−
 

На контактной поверхности оболочки – вязкой  жидкости соблюдается непрерывность 
скоростей, и давлений, и касательных напряжений, т.е. при ݎ = ܴ будет  

 

௫ߴ =
డ௨
డ௧
, ఏߴ =

డణ෩

డ௧
, ௥ߴ =

డ௪
డ௧
	.																																																			(11) 

 

௫ݍ = ௥௫ߪ− , ௬ݍ = ௭ݍ,௥ఏߪ− =  (12)																																														.݌−
где		ߪ௥௫ , ௥ఏߪ −	вязкие силы [9]. 

 

Считается, что условие жесткого контакта между оболочкой и стержнями удовлетворено: 
 

(ݕ)௝ݑ = ,௝ݔ൫ݑ ൯ݕ + ℎ௝߮ଵ൫ݔ௝, ;൯ݕ (ݕ)௝ߴ = ,௝ݔ൫ߴ ൯ݕ + ℎ௝߮ଶ൫ݔ௝,  ;൯ݕ
 

(ݕ)௝ݓ = ,௝ݔ൫ݓ ;൯ݕ ߮௝(ݕ) = ߮ଶ൫ݔ௝, (ݕ)൯; ߮௞௣௝ݕ = ߮ଵ൫ݔ௝, ൯ℎ௝ݕ = 0,5ℎ + ௝ଵܪ , 
 

где	ܪ௝ଵ – расстояние от осей	݆ −го стержня до поверхности цилиндрической оболочки; 
       ℎ௝ −	толщина	݆ −го поперечного стержня. 

 
Решение уравнения Навье -Стокса представим через скалярный потенциал φ и вектор-

ный потенциал 
ሬ߰⃗

 в виде  
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ߴ⃗ = ߮݀ܽݎ݃ + ݐ݋ݎ ሬ߰⃗  .                                                            (13) 
 

Подставляя (7) в (6), получим: 
 

௠ߩ
డ൫௚௥௔ௗఝା௥௢௧టሬሬሬ⃗ ൯

డ௧
= ݌݀ܽݎ݃− + ଵ

ଷ
ߴ⃗ݒ݅݀݀ܽݎ݃ߤ +  (14)                            . ߴΔ⃗ߤ̅

 

Из (13) легко получить, что 
 

ߴ⃗ݒ݅݀ = Δ߮; ݃ߴ⃗ݒ݅݀݀ܽݎ =  .Δ߮݀ܽݎ݃
 

Используя векторное тождество  ߴ⃗ݐ݋ݎݐ݋ݎ = ߴ⃗ݒ݅݀݀ܽݎ݃ − Δ⃗ߴ, можно написать: 
 

Δ⃗ߴ = ߴ⃗ݒ݅݀݀ܽݎ݃ − ߴ⃗ݐ݋ݎݐ݋ݎ = Δ߮݀ܽݎݍ −  .ߴ⃗ݐ݋ݎݐ݋ݎ
. 

Используя	(7) находим: 
 

ߴ⃗ݐ݋ݎݐ݋ݎ = ߮݀ܽݎ൫݃ݐ݋ݎݐ݋ݎ + ݐ݋ݎ ሬ߰⃗ ൯ = ߮݀ܽݎ݃ݐ݋ݎݐ݋ݎ + ݐ݋ݎݐ݋ݎ൫ݐ݋ݎ ሬ߰⃗ ൯ =-rotΔ ሬ߰⃗ . 
 

 .grad(Δ߮)=ߴ⃗ݒ݅݀݀ܽݎ݃
 

Подставляя	эти	соотношения	в уравнение движения (8) найдем: 
 

௠ߩ
߲
ݐ߲
(߮݀ܽݎ݃) + ݌݀ܽݎ݃ −

4
3 Δ߮݀ܽݎ݃ߤ̅ − Δݐ݋ݎߤ̅ ሬ߰⃗ + ௠ߩ

߲
ݐ߲ ݐ݋ݎ

ሬ߰⃗ = 0 
 

или 
 

௠ߩ)݀ܽݎ݃
డఝ
డ௧
+ ݌ − ସ

ଷ
Δߤ̅−)ݐ݋ݎ+(Δ߮ߤ̅ ሬ߰⃗ + ௠ߩ

డటሬሬሬ⃗

డ௧
)=0. 

 

Это	уравнение будет удовлетворено, если положить 
 

௠ߩ
డఝ
డ௧
+ ݌ − ସ

ଷ
Δ߮ߤ̅ = 0.                                                    (15) 

∆ߤ̅− ሬ߰⃗ + ௠ߩ
డటሬሬሬ⃗

డ௧
=0.                                                         (16) 

 

Таким образом, частное решение уравнение (8) можно получить на основе частных ре-
шений (15) и (16). Из (9) и (10) видно, что для нахождения потенциалов		߮  и		߰ሬሬሬሬ⃗  нужно знать дав-
ление ݌ и. Сказанное иллюстрируем на примере,   когда жидкость является вязкой ньютоновской. 
В этом случае к системе линеаризованных уравнений Навье-Стокса (8), которое содержит пять 
неизвестных – три компоненты скорости  ߴ௫ , ௥ߴ , ఏߴ ,	 давление		݌ и плотность ߩ௠ прибавляются к 
уравнению неразрывности డఘ

డ௧
+ ߴ⃗ݒм݀݅ߩ = 0 и замыкающее систему  уравнение, формула  в 

виде డ௣
డఘ
= ܽ∗ଶ. В монографии [9] после некоторых преобразований получено линеаризованное 

волновое уравнение  
 

ଵ
௔∗మ

డమ௣
డమ௧

= ∇ଶ ቀ݌ + ସఓഥ
ଷఘ೘௔∗మ

డ௣
డ௧
ቁ                                                    (17) 

 

Решение уравнения (17) имеет вид 
 

݌ = ൫݌଴ܬ௡(ݎߣ) + с଴ ௡ܻ(ݎߣ)൯	݁ݔ݇)݅݌ݔ + ߠ݊ +  (18)                                       (ݐ߱
 

где ߣ = ඨ
ఠమ

௔∗మ൬ଵା௜
రഋഥഘ

యഐ೘ೌ∗మ
൰
− ݇ଶ,  

௡ܬ , ௡ܻ −	соответственно функции Бесселя первогои второго рода порядка ݊,  
		݊ −	число волн вдоль окружности, 
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݇ является волновым числом, или постоянной распространенной фазой, причем ݇ = ௠గ
௅
, 

						݉ −	количество продольных волн в оболочке,  
величина ߱ характеризует циклическую частоту волны, 
ߤ        −	динамический коэффициент вязкости, 
௠ߩ				 −	плотность жидкости в невозмущенном состоянии,  
					ܽ∗ − скорость распространения малых возмущений в жидкости,  
,଴݌ с଴ – постоянные.  
 

Считая функцию ݌ ограниченной при ݎ → 0, находим ܿ଴ = 0, и тогда окончательно 
 

݌ = ݔ݇)݅݌ݔ݁	(ݎߣ)௡ܬ଴݌ + ߠ݊ +  (19)																																									.(ݐ߱
 

Из (15) для нахождения ߮ получим уравнение 
 

Δφ− ଷఘ೘
ସఓഥ

డఝ
డ௧
= ݔ݇)݅݌ݔ݁(ݎߣ)௡ܬ଴݌ + ߠ݊ +  (20)                        . (ݐ߱

 

Решение однородного уравнения (20), имеет вид: 
 

φ = ൯ݎ௡൫෨݇ܫଵܥ +  ,൯ݎ௡൫෨݇ܭଶܥ

где	෩݇ = ට݇ଶ + ଷ௜ఠఘ೘
ସఓഥ

௡൫ܫ	, ෨݇ݎ൯,ܭ௡൫ ෨݇ݎ൯ − модифицированные		функции Бесселя первого и  

                                                                         второго рода порядка ݊	соответственно; 
,ଵܥ   .ଶ – постоянныеܥ

 
С помощью способа вариации постоянных решение уравнения можно написать в виде 
 

(ݎ)߮ =  ൯,                                                    (15)ݎଵİ௡൫෨݇ߤ +(ݎ)଴݂݌
где 
 

(ݎ)∆ = İ௡൫ ෨݇ݎ൯ܭ௡ᇱ൫෨݇ݎ൯ − İ௡ᇱ ൫෨݇ݎ൯ܭ௡൫෨݇ݎ൯. 
൯ݎİ௡൫෨݇−= (ݎ)݂ ∫ ∆ିଵ(ߦ)ܬ௡(ߦߣ)ܭ௡൫෨݇ߦ൯

ோ
௥ ൯ݎ௡൫෨݇ܭ+ߦ݀ ∫ ∆ିଵ(ߦ)ܬ௡(ߦߣ)İ௡൫෨݇ߦ൯

௥
଴  .ߦ݀

 

Уравнение относительно компонентов вектора ߰ ሬ⃗ (߰ଵ, ߰ଶ, ߰ଷ)	имеет вид 
 

Δ߰ሬሬሬሬሬ⃗ =
௠ߩ
ߤ̅
߲ ሬ߰⃗
ݐ߲  

или 
߰௜ ᇱᇱ(ݎ) +

ଵ
௥
߰௜ ᇱ(ݎ) − ቀ݇ଶ + ௜ఠఘ೘

ఓഥ
+ ௡మ

௥మ
ቁ߰௜(ݎ) = 0                            (22) 

 

Решение уравнения (22) соответствующей рассмотренной задаче имеет вид: 
 

߰ଵ = ଶ߰  ;  (ݎݍ)௡ܬଶߤ = ଷ߰ ;(ݎݍ)௡ܬଷߤ =  (23)                               .(ݎݍ)௡ܬସߤ

Здесь ݍ = ට݇ଶ + ௜ఠ
ఓഥ

. 
 

Используя (6), (11) и  (13) для компонентов вектора скорости получим: 

௫ݒ = ቈ−
݇߱
м௔∗మߩ

(ݎ)଴݂݌ + ଵߤ(ݎ݇)௡ܬ݇݅ + ସߤ(ݎݍ)௡ܬ݊݅ − ௡ᇱܬݍ ଷ቉ߤ(ݎݍ) × 

× ݔ݇)݅݌ݔ݁ + ߠ݊ +  (24)                                   (ݐ߱
ఏݒ = ൤−

݊߱
мܽ∗ଶߩ

(ݎ)଴݂݌ + ଵߤ(ݎ݇)௡ܬ݊݅ + ସߤ(ݎݍ)௡ܬ݇݅ − ௡ᇱܬݍ ଶ൨ߤ(ݎݍ) × 

× ݔ݇)݅݌ݔ݁ + ߠ݊ +  (ݐ߱
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௥ݒ = ቈ
݅߱
м௔∗మߩ

(ݎ)଴݂ᇱ݌ + ௡ᇱܬ݇ ଵߤ(ݎ݇) + ଷߤ(ݎݍ)௡ܬ݇݅ − ଶ቉ߤ(ݎݍ)௡ܬ݊݅ × 

× ݔ݇)݅݌ݔ݁ + ߠ݊ +  (ݐ߱
 

С помощью формулы силы вязкости [9] находим:  
 

௥௫ߪ = ߤ̅ ቂ− ଶ௞ఠ
ఘм௔∗మ

݂ᇱ(ݎ)݌଴ + 2݅݇ଶܬ௡ᇱ ଶߤ(ݎݍ)௡ܬ݇݊+ଵߤ(ݎ݇) − (݇ଶܬ௡(ݎݍ)−ܬ௡ᇱᇱ(ݎݍ)]ߤଷ +
௡ᇱܬݍ݊݅+ ݔ݇)݅݌ݔ݁[ସߤ(ݎݍ) + ߠ݊ +  .(ݐ߱

 

௥ఏߪ = ߤ̅ ቂ− ଶ௡ఠ
ோఘм௔∗మ

݂ᇱ(ݎ)݌଴ +
ଶ௜௡௞
ோ
௡ᇱܬ (ݎݍ)௡ܬଵ+൫݊ଶߤ(ݎ݇) − ଶߤ൯(ݎݍ)௡ᇱᇱܬ+ଶݍ − ଷߤ(ݎݍ)௡ܬ݇݊ +

௡ᇱܬݍ݇݅+ ݔ݇)݅݌ݔ݁[ସߤ(ݎݍ) + ߠ݊ +  (25)                                           .(ݐ߱
 

௥௥ߪ = ݔ݇)݅݌ݔ݁(ݎߣ)௡ܬ଴݌ + ߠ݊ +  .(ݐ߱
 

Используя контактные условия (12) и выражения (25), находим силы , ,x yq q 1zq , дей-
ствующие со стороны вязкой жидкости на оболочку  

 

௫ݍ = ߤ̅ ቂ− ଶ௞ఠ
ఘм௔∗మ

݂ᇱ(ܴ)݌଴ + 2݅݇ଶܬ௡ᇱ ଶߤ(ܴݍ)௡ܬ݇݊+ଵߤ(ܴ݇) − (݇ଶܬ௡(ܴݍ)−ܬ௡ᇱᇱ(ܴݍ)]ߤଷ + 
௡ᇱܬݍ݊݅+ ݔ݇)݅݌ݔ݁[ସߤ(ܴݍ) + ߠ݊ +  (26)                                        		;(ݐ߱
௭ଵݍ = ݔ݇)݅݌ݔ݁(ܴߣ)௡ܬ଴݌ + ߠ݊ +  ;(ݐ߱

௬ݍ = ߤ̅ ቂ− ଶ௡ఠ
ோఘм௔∗మ

݂ᇱ(ܴ)݌଴ +
ଶ௜௡௞
ோ
௡ᇱܬ (ܴݍ)௡ܬଵ+൫݊ଶߤ(ܴ݇) − ଶߤ൯(ܴݍ)௡ᇱᇱܬଶݍ − ଷߤ(ܴݍ)௡ܬ݇݊ +

௡ᇱܬݍ݇݅+ ݔ݇)݅݌ݔ݁[ସߤ(ܴݍ) + ߠ݊ +  .(ݐ߱
 

Смещение точек оболочки будем искать в виде 
 

ݑ = ∑ ݔ௠݇)݅݌ݔ଴௠௡݁ݑ + ߠ݊ + ஶ(ݐ߱
௠ୀଵ . 

 

ߴ = ∑ ݔ௠݇)݅݌ݔ଴௠௡݁ߴ + ߠ݊ + ஶ(ݐ߱
௠ୀଵ .                                         (27) 

 

ݓ = ∑ ݔ௠݇)݅݌ݔ଴௠௡݁ݓ + ߠ݊ + ஶ(ݐ߱
௠ୀଵ . 

 

Здесь 0 0 0, ,mn mn mnu w  – неизвестные постоянные,	݇௠ = ௠గ
௟

. 
 

Контактные условия (11) дают систему алгебраических уравнений относительно неиз-
вестных постоянных	݌଴, ,ସߤ	,ଷߤ	,ଶߤ	,ଵߤ ଴௠௡ߴ	,଴௠௡ݑ , ଴௠௡ݓ . Эта система позволяет постоянные 
,଴݌ ,ଶߤ	,ଵߤ	ସ выразить через постоянныеߤ и	ଷߤ ଴௠௡ߴ	,଴௠௡ݑ ,  :и имеет вид	଴௠௡ݓ

 

− ௞ఠ
ఘмೌ∗మ

଴݌(ܴ)݂ − ௡ᇱܬݍ ଷߤ(ܴݍ) + ସߤ(ܴݍ)௡ܬ݊݅ = ଵߤ(ܴ݇)௡ܬ݇݅− +  .଴௠௡ݑ߱݅

−
݊߱
мܽ∗ଶߩ

଴݌(ܴ)݂ + ସߤ(ܴݍ)௡ܬ݇݅ = ଵߤ(ܴ݇)௡ܬ݊݅− + ௡ᇱܬݍ ଶߤ(ܴݍ) +  (28)											଴௠௡.ߴ߱݅
௜ఠ
ఘмೌ∗మ

݂ᇱ(ܴ)݌଴ + ଷߤ(ݎݍ)௡ܬ݇݅ = ௡ᇱܬ݇− ଵߤ(ݎ݇) + ଶߤ(ݎݍ)௡ܬ݊݅ + ଴௠௡ݓ߱݅ . 
 

Из этой системы можно написать: 
 

଴݌ = ∆ିଵ[∆ଵଵߤଵ + ∆ଵଶߤଶ + ∆ଵଷݑ଴௠௡ + ∆ଵସߴ଴௠௡ + ∆ଵହݓ଴௠௡] 
ଷߤ = ∆ିଵ[∆ଶଵߤଵ + ∆ଶଶߤଶ + ∆ଶଷݑ଴௠௡ + ∆ଶସߴ଴௠௡ + ∆ଶହݓ଴௠௡] 
ସߤ = ∆ିଵ[∆ଷଵߤଵ + ∆ଷଶߤଶ + ∆ଷଷݑ଴௠௡ + ∆ଷସߴ଴௠௡ + ∆ଷହݓ଴௠௡] 

 

где                                            ∆ – главный определитель,   
∆௜௝(݅ = 1,2,3; ݆ = 1,2,… ,5) – определители, полученные из вспомогательных определителей  
                                                         системы (28).  
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Учитывая эти формулы в (20) получим выражение для			ݍ௫ , ,௬ݍ -௭ଵ. Можно вычислить раݍ
боту	ܣ௡, совершаемую этими нагрузками при переводе системы из деформированного состояния 
в начальное недеформированное. 

Потенциал возмущенных скоростей ߮ ෤  ищем в виде: 
 

෤߮(ݔ, ,ݎ ,ߠ (ݐ = ݔ݇)݅݌ݔ݁(ݎ)݂ + ߠ݊ +  (29)																																							.(ݐ߱
 

Используя (30), из уравнения (7)  имеем [9; 10]: 
 

෤߮ = −߶ఈ௡ ቀ
డ௪
డ௧
+ ܷ డ௪

డ௫
ቁ.                                                   (30) 

 

෤݌ = ߶ఈ௡ߩ∗ ቆ
߲ଶݓ
ଶݐ߲ + 2ܷ

߲ଶݓ
ݐ߲ݔ߲ܴ + ܷଶ ߲

ଶݓ
 (31)																													ଶቇ,ݔ߲

 

где 
 

߶ఈ௡ =

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧
(ݎߚ)௡ܭ
௡ᇱܭ (ܴߚ)

		 , ଵܯ < 1

௡ܰ(ݎߚ)

௡ܰ
ᇱ 		(ܴߚ) ଵܯ, > 1

௡ݎ

ܴ݊௡ିଵ 		 ଵܯ, = 1

 

 

Здесь ܯଵ =
௎ାഘೃೖ
௔బ

, ଶߚ = ܴିଶ(1 − ଵܯ
ଶ)݇ଶ, ଵଶߚ = ܴିଶ(ܯଵ

ଶ − 1)݇ଶܭ௡ − модифицированная функ-
ция Бесселя второго  рода 
порядка ݊; 

ܰ௡–– функции Неймана первого 
порядка ݊; 

∗ߩ − плотность жидкости. 
 
Исходя из условия (10), будем иметь, используя (31) 

 

௭௠ݍ = ߶෨ఈ௡ߩ∗ ቀ
డమ௪
డ௧మ

+ 2ܷ డమ௪
ோడ௫డ௧

+ ܷଶ డ
మ௪
డ௫మ

ቁ                                     (32) 
где ,߶෨ఈ௡ = ߶ఈ௡|௥ୀோ . 

 
Можно вычислить работу	ܣ௠, совершаемую	ݍ௭  при переводе системы из деформирован-

ного состояния в начальное недеформированное.  
Подставим аппроксимации (27) в функционал Π(2) и, учитывая, что в этом функционале 

ଵݔ = 0, ଶݔ = ݈, ଵݕ = 0, ଶݕ = ᇱݐߨ2 = 0, ᇱᇱݐ = గ
ఠ

, проинтегрируем по ݔ, -Тогда вместо функ .ݐ	и ݕ
ционала Π	получаем функцию ܹ от искомых величин ߤଵ,	ߤଶ, ଴௠௡ߴ	,଴௠௡ݑ , ଴௠௡ݓ . Стационарное 
значение полученной функции определяется следующей линейной системой  уравнений: 

 
డௐ

డ௨బ೘೙	
= 0;	 డௐ

డణబ೘೙	
= 0; డௐ

డ௪బ೘೙	
= 0; డௐ

డఓయ
= 0; డௐ

డఓర
= 0(33). 

 

Так как система (33) является однородной системой линейных алгебраических уравне-
ний, необходимым и достаточным условием существования ее ненулевого решения является 
равенство ее главного определителя нулю. В результате получаем следующее частотное урав-
нение: 
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߮ଵଵ					߮ଵଶ߮ଵଷ						߮ଵସ					߮ଵହ											 
߮ଶଵ					߮ଶଶ߮ଶଷ						߮ଶସ					߮ଶହ											 

																																																											߮ଷଵ					߮ଷଶ߮ଷଷ						߮ଷସ					߮ଷହ			ୀ଴							                                              (34) 
߮ସଵ					߮ସଶ߮ସଷ						߮ସସ					߮ସହ											 
߮ହଵ					߮ହଶ߮ହଷ						߮ହସ					߮ହହ											 

 

где	߮௜௝(݅, ݆ = 1,2,3)	являются коэффициентами при неизвестных 0 0 0, ,mn mn mnu w ,ଵߤ	,  .в системе (33)	ଶߤ	
 

Уравнение (34) был рассчитан численным методом. За параметры, содержащиеся в ре-
шении задачи, были приняты: 

෨ܾଵଵ = 18,3ГПа, 	 ෨ܾଵଶ = 2,77ГПа, 	 ෨ܾଶଶ = 25,2ГПа, 	 ෨ܾ଺଺ = 3,5	ГПа, ෤ߩ = ௝ߩ =
1850	кг/мଷ, ܧ෨௝ = 6,67 ∙ 10ଽН/мଶ݉ = 1;݊ = 8;	ℎ௝ = 1,39; 	ܴ = 160	см; ߙ = 0,4; кр௝ܫ =
0,48	ммସ; ௫௝ܫ = 19,9	ммସ; ௝ܨ = 0,45	ммଶ; ℎ = 0,45	мм. ଵߥ = ଶߥ = 0,35; ௟

ோ
= 3, ௛

ோ
= ଵ

଺
. ܷ =

4 м
сек
; ௠ߩ		 = 1000 кг

мయ
; fଵ(z) = 1 + α ୸

௟
, fଶ(ݔ) = 1 + β ௫	

௟
. 

Результаты расчетов были приведены на рисунке 2 в виде зависимостей параметра ча-
стоты от количества подкрепляющих поперечных стержней 2k на поверхности оболочки, на ри-
сунке 3 в виде зависимости частотного параметра от параметра неоднородности в направлении 
образующей оболочки ߚ,		на рисунке 4 в виде зависимости частотного параметра от скорости 
течения идеальной жидкости U . На рисунках пунктирным кривым соответствуют колебания по-
перечно подкрепленной, заполненной вязкой жидкостью цилиндрической оболочки в бесконечной 
идеальной жидкости, а сплошными кривыми – колебания поперечно подкрепленной  цилиндри-
ческой оболочки в бесконечной идеальной жидкости. Из рисунков видно, что наличие вязкой жид-
кости приводит к снижению значения собственных частот колебаний системы по сравнению с 
частотой колебаний системы без вязкой жидкости. Как видно из рисунка 2, с увеличением числа 
поперечных ребер значение параметра частоты увеличивается. По мере увеличения параметра 
неоднородности в направлении образующей оболочки ߚ, как видно из рисунка 3, значение пара-
метра частоты увеличивается.  Кроме того, значение частотного параметра возрастает с возрас-
танием ортотропных свойств цилиндрической оболочки и уменьшается с увеличением скорости 
течения жидкости (рис. 4).   

 
Рис. 1. Поперечно подкрепленная неоднородная цилиндрическая оболочка 
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Рис. 2. Зависимость частотного параметра от числа 

поперечных  ребер  ݇ଶ 
Рис. 3. Зависимость частотного параметра  

от параметра неоднородности  
в продольном направлении  ߚ 

 

 
Рис. 4. Зависимость частотного параметра от  скорости течения идеальной жидкости  
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AXIALLY-SYMMETRIC FORM OF LATERAL VIBRATION OF A NON-HOMOGENOUS 
CYLINDRICAL SHELL LYING ON VISCOUS-ELASTIC FOUNDATION 
 

The paper deals when lateral vibration of a non-homogeneous cylindrical shell of circular section 
and lying on a linear viscous-elastic foundation. It is assumed that the modulus of elasticity and density 
are continuous functions of the thickness coordinate.  

For the case when the end faces of the shell are freely supported, under specific forms of non-
homogeneity we carry out numerical analysis. The results of calculations are represented in the form of 
tables and graphs of dependence between the dimensionless frequency quantity and non-homogeneity 
parameter. 

 
Key words: shell, non-homogeneity, section, elasticity, viscosity, foundation, modulus, deflection. 
 


